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Editorial

O uso da inferéncia Bayesiana
em analises psicométricas

Vithor Rosa Franco
Universidade Sao Francisco, Campinas-SP, Brasil

Por que utilizar a abordagem Bayesiana ao invés da abordagem estatistica convencional em andlises psicométricas?
Essa ¢ uma pergunta que permite diversas respostas diferentes, inclusive respostas que sugerem que métodos inferen-
ciais Bayesianos nio deveriam ser usados. De fato, a discussio sobre se a abordagem Bayesiana oferece algum tipo de
vantagem em relagio a abordagem estatistica convencional (muitas vezes nomeada de frequentista) é complexa demais
para ser tratada em um dnico texto (sugiro a leitura de Samaniego, 2010). Assim, longe de tentar dar uma resposta
definitiva  pergunta inicial, irei definir o que sio modelos estatisticos, discutir brevemente métodos de estimagio fre-
quentista e Bayesiana e, por fim, usar um exemplo para ilustrar possiveis vantagens dos métodos Bayesianos em anilises
psicométricas.

Tanto a abordagem Bayesiana quanto a abordagem frequentista proveem fundamentos para se testar modelos es-
tatisticos. Modelos estatisticos sio modelos matemdticos que incorporam pressupostos relacionados a incerteza sobre o
processo que gerou os dados observados (Kruschke, 2014). Os modelos estatisticos sio compostos de trés componentes
principais: (a) as varidveis as quais se pretende descrever, predizer ou explicar; (b) os parimetros que determinam os
aspectos das relagdes entre as varidveis; e (c) as relagdes funcionais entre varidveis e entre varidveis e parimetros. Um
exemplo bastante convencional ¢ o modelo de regressio linear, onde se assume que o efeito de um conjunto de vari-
4veis, definido por X, interagem aditivamente para causar variacdes em uma varidvel critério, y, conforme a seguinte
equagao:

y=Xp+e, [1]

onde P representa os parimetros que definem os efeitos de cada varidvel no conjunto X e € representa o erro, ou incer-
teza, sobre a relagio entre X e y.

O objetivo da modelagem estatistica é descobrir quais os valores de 3 e € que melhor representam os dados ¢
que podem ser generalizados para a populagio. De fato, resultados tedricos em estatistica demonstram que a melhor
estimativa para os parimetros de um modelo é aquela que melhor representa os dados (Rossi, 2018). Os métodos de
estimacio que geram esse tipo de estimativa sao chamados de métodos de “estimacio da méixima verossimilhang¢a”. Esse
nome expressa o fato de que esses métodos geram resultados que maximizam a similaridade entre os valores que podem
ser gerados por um modelo e os valores observados de fato nos dados. Para se utilizar esses métodos em um modelo
de regressio, por exemplo, é necessirio modificar o modelo expresso na Equagio 1 conforme pressupostos sobre a
distribuigio da varidvel critério y quando condicionada ao conjunto de varidveis X. Uma prética convencional resulta
no seguinte modelo:

y ~ N(XB, o?). 2]

Essa representa¢io do modelo diz que a varidvel y segue uma distribuicio normal com a média determinada por
Xp e com a variincia determinada por 6. O parimetro 62 também é conhecido como a variincia condicional de y e ela
representa qual o tamanho médio do erro no modelo ou a varidncia que nao pode ser explicada pelas varidveis em X. De
forma mais geral, um modelo de regressio pode ser representado de forma nio-paramétrica como:

P(y|X, B, 02, (3]

que, em portugués, significa dizer que a distribuigdo da varidvel y — ou seja, P(y) — vai depender dos valores de X, B e
o2 Essa representagio pode ainda ser estendida para qualquer modelo condicional (ou seja, modelos onde ha varidveis
preditoras e varidveis critérios) da seguinte forma:

P(Y|X,[2D), (4]

onde Y representa o conjunto de varidveis critério e (2] representa o conjunto de pardmetros do modelo que se pretende testar.
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A partir dessa perspectiva, define-se modelos psicométricos a partir da Equagio 4 como:

P(YIL, [2), (5]

onde L representa um conjunto de varidveis latentes (ou seja, nio-observadas). Assim, por exemplo, um modelo de
anilise fatorial pode ser definido como:

Y; ~ N(L};, o). (6]

onde y, representa o item j do instrumento psicométrico, A; representa as cargas fatoriais que relacionam o conjunto de
varidveis latentes L ao item y; e 6/ representa a variancia nao explicada pelas varidveis latentes para o item y;. Em outro
exemplo, o modelo de Rasch pode ser definido como:

. 1
y; ~ Bernoulli (T‘("‘f’ﬂ) [7]

onde 0 representa a varidvel latente (ou escore verdadeiro, ou aptidio) e §; representa a dificuldade do item y;. A palavra
Bernoulli é usada para representar que cada item no instrumento psicométrico segue a distribui¢io de Bernoulli, a qual
deve ser utilizada quando os dados sio bindrios (Agresti, 2018).

Ap6s se definir o modelo estatistico que queremos ajustar, € necessirio aplicar um algoritmo de otimizagio
(Cortez, 2014) para se gerar os resultados. Na abordagem frequentista, sio usados algoritmos como o algoritmo de
maximiza¢io de expectativa, gradiente ascendente, o algoritmo de Broyden-Fletcher—Goldfarb—Shanno, entre outros.
Independente de qual algoritmo ¢ utilizado, o resultado é uma estimativa pontual para cada parimetro do modelo. No
entanto, pela estatistica ser a ciéncia da incerteza, também ¢ razodvel supor que existe alguma incerteza em relacio aos
parAmetros que estio sendo estimados a partir dos dados e do modelo definido. Formalmente, essa incerteza pode ser
representada como:

P(2]Y, X). (8]

A Equacio 8 diz que a distribuigio dos parimetros — ou em outras palavras, a incerteza em rela¢io ao valor dos
parimetros — depende dos valores das varidveis observadas. A abordagem frequentista nao provem de métodos para esti-
mar diretamente a distribui¢io de incerteza em relagio aos parimetros. Assim, para que se possa estimar a incerteza aos
parimetros nessa abordagem, sio desenvolvidas teorias sobre o efeito da amostragem sobre os resultados encontrados
nos estudos (para mais detalhes, ver Hoekstra et al., 2016).

Por outro lado, a abordagem Bayesiana parte do teorema de Bayes, o qual define a seguinte relacio de
proporcionalidade:

P(E] Y, X)  P(YIX,[Z)) P(TD). [9]

A Equagio 9 pode ser separada em seus componentes principais. P(IZ]|Y,X) ¢ a distribui¢io de incerteza dos pa-
rimetros condicionada nas varidveis observadas, conhecida na abordagem Bayesiana como a distribui¢io posterior.
P(Y|X,2)) é a distribuigio das varidveis em Y condicionada nas varidveis em X e nos parimetros em [2], conhecida na
abordagem Bayesiana como a verossimilhanca. Por fim, P([2)) ¢ a distribuigio de incerteza dos parimetros antes de se
considerar os dados observados, conhecida na abordagem Bayesiana como a distribuicio a priori. Assim, a Equagio 9
diz que a distribuicio de incerteza em relagio aos parimetros apés se realizar uma andlise é proporcional ao produto das
probabilidades dos dados e da distribuicio de incerteza em relacio aos parimetros antes de se realizar uma anilise. Em
termos mais diretos, a Equacio 9 demonstra que é possivel estimar a distribui¢io de incerteza dos parimetros a partir
dos dados de sua pesquisa.

Assim, para se estimar uma versao Bayesiana do modelo de Rasch, por exemplo, é necessirio complementar as
informagdes da Equagio 7 com distribuigdes a priori para os parimetros do modelo. Uma alternativa possivel (Fox,
2010) é:

5, ~ N(0,1)

0~ N(0,1) [10]
. 1
y; ~ Bernoulli (W)

Nessa versio do modelo, estamos estabelecendo que, antes de vermos os dados, tanto as aptiddes dos individuos
quanto as dificuldades dos itens tém como valor mais provével 0, sendo que a probabilidade de outros valores é deter-
minada por uma distribui¢io normal com média igual a 0 e variincia igual a 1.
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A estimagio dos pardmetros do modelo representado na Equagio 10 podem ser estimados de duas formas prin-
cipais. A primeira delas é pela aplicagio dos mesmos algoritmos descritos anteriormente. Nesse caso, serdo geradas
estimativas pontuais, conhecidas como estimativas méximas posterior (maximum a posteriori estimation, MAP). Esse tipo
de procedimento estd implementado em alguns pacotes estatisticos para se estimar os valores da aptidio dos individuos
ap6s ter se estimado os pardmetros dos itens com métodos de estimac¢io marginal. A similaridade entre as estimativas
MAP e as estimativas de mixima verossimilhanca aumentam conforme as distribui¢gdes a posteriori estabelecem menos
certeza sobre os valores a priori dos parimetros. Por exemplo, caso a varidncia dos parimetros de dificuldade e aptidio
fossem iguais a 100, ao invés de 1, as estimativas MAP desse modelo seriam mais parecidas com as estimativas de ma-
xima verossimilhanga.

A segunda forma de se estimar os parimetros em uma abordagem Bayesiana envolve o uso de algoritmos
mais complexos de otimizag¢io, os quais aproximam toda a distribui¢io posterior dos parimetros, nio apenas a
estimativa MAP. Esses algoritmos podem funcionar de forma randémica ou deterministica (p.ex., van Niekerk
& Rue, 2021). Entre os algoritmos deterministicos os mais conhecidos sio a aproximag¢io de Laplace e os méto-
dos variacionais. Entre os algoritmos randémicos (também nomeados como basecados em amostragem), os mais
conhecidos sio aqueles da familia de cadeias de Markov de Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo, MCMC).
Os algoritmos MCMC sio os algoritmos mais utilizados para a estimagio Bayesiana. Isso provavelmente se deve
por dois motivos principais. Primeiro porque os algoritmos MCMC, de acordo com a lei dos grandes ntme-
ros, sempre irdo convergir a distribui¢do que representa a incerteza posterior aos parimetros. A quantidade de
iteragdes necessirias para se alcangar a convergéncia pode ser gigante, mas ela é garantida. O segundo motivo é
que existem diversos programas, como o JAGS e o Stan, que facilitam a implementa¢io de modelos Bayesianos
para serem estimados com algoritmos de MCMC (para aprender mais sobre como usar esses programas,
consultar Kruschke, 2014).

A partir desses fundamentos ja podemos buscar uma forma de definir algumas das vantagens do uso de métodos
Bayesianos em andlises psicométricas. Iremos ilustrar tais vantagens pela implementagio de um modelo de Rasch a
dados aleatdrios com 500 casos e 50 itens no software R. Para a estimagio do modelo Bayesiano, usaremos o software
JAGS e para estimagio do modelo convencional usaremos o pacote mirt. O c4digo para replicar as anélises estd disponi-
vel em: https://github.com/vthorrt/editorial212Bayes. Apés ajustar os modelos, indices de ajuste e estatisticas descriti-
vas em relagio aos parimetros dos individuos foram calculadas para os modelos Bayesiano e frequentista. Os principais
resultados sdo apresentados na Figura 1.

Para o modelo Bayesiano calculamos quatro indices: (a) a precisio a posterior das distribui¢des dos parimetros
(Prec); (b) a divergéncia de Kullback-Leibler entre a distribuigio a priori e a distribui¢io posterior (KLD); (c) a
acuricia das estimativas médias feitas pelo modelo (Acc); e (d) a informagio de Fisher (FisherB). Para o modelo fre-
quentista, calculamos quatro estatisticas de ajuste para as pessoas: (a) outfit, impacto de observacdes outlier (ou seja,
respostas corretas a itens muito dificeis ou respostas erradas a itens muito ficeis); (b) infit, impacto de observagdes
triviais (ou seja, préximas 3 aptidio do individuo); (¢) Zh, uma medida padronizada da diferenga média entre o valor
observado e o valor esperado para uma resposta de um individuo especifico ao conjunto de itens; e (d) a informagio
de Fisher (FisherF).

Para se calcular os indices descritos, foi necessirio usar estimativas dos escores verdadeiros. Para o modelo fre-
quentista, os escores foram estimados com o método MAP. Para o modelo Bayesiano, os escores foram estimados com
o método de expectincia posterior (expected a posteriori, EAP). Como os dados foram simulados, também apresentamos
o escore verdadeiro (frue) na Figura 1. Para estimar as relagdes entre os indices de ajuste e entre esses ¢ as estimativas
do escore verdadeiro e o escore verdadeiro, foram usadas de correlacio de distincia (Székely et al., 2007). A correlagio
de distdncia é uma medida de dependéncia entre duas varidveis que é capaz de identificar associagdes lineares ¢ nio-
-lineares entre varidveis. Quando o valor é igual a 0, as varidveis sdo independentes. Quando o valor € igual 1, as vari-
vels sio completamente dependentes.

Entre os resultados apresentados na Figura 1, vale ressaltar que os indices relacionados ao modelo Bayesiano de
precisio, KLD e informagio de Fisher apresentaram maior dependéncia com os escores verdadeiros do que a informa-
¢do de Fisher do modelo frequentista. Isso significa que, apesar das dependéncias entre as estimativas dos escores (EAP
e ML) terem igual dependéncia com os escores verdadeiros (true), os escores estimados pelo método Bayesiano sio
mais informativos sobre os padroes de resposta do que os escores estimados pelo método frequentista (mesmo que por
uma pequena diferenga). Por fim, cabe ressaltar que essa é uma exposi¢io muito breve das capacidades dos modelos

Bayesianos e que uma literatura extensa estd disponivel para aqueles que gostariam de se aprofundar na temdtica (por
exemplo, Fox, 2010; Kruschke, 2014; Samaniego, 2010).
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Figura 1
Distribuicdo de Indices de Ajuste e seus Valores de Correlagdo de Distdncia
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Nota. Prec=precisdo. KLD=divergéncia de Kullback-Leibler. FisherB=informac&o de Fisher do modelo Bayesiano.
FisherF=informagcao de Fisher do modelo frequentista. Acc=acuracia. Zh=medida padronizada de ajuste.
EAP=expectancia posterior. ML=maxima verossimilhanca.
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